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EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats

Dix affirmations, réparties en trois themes et numérotées de 1. a a 3. d sont pro-
posées ci-dessous. Le candidat portera sur sa copie, en regard du numéro de Iaffir-
mation, et avec le plus grand soin, la mention VRAI ou FAUX.
Chaque réponse convenable rapporte 0,4 point. Chaque réponse erronée enleve 0,1
point. [In’est pas tenu compte de I'absence de réponse. Un éventuel total négatif est
rameneé a 0.

1. Pour tout réel x, e* désigne I'image de x par la fonction exponentielle.

Affirmation 1.a | Pourtouslesréelsaetb: (e“)h = e(“h).

a

e
Affirmation 1.b | Pour tous les réels aet b:e% b = —-
e

Affirmation 1. ¢ | La droite d’équation y = x + 1 est la tangente a la courbe repré-
sentative de la fonction exponentielle en son point d’abscisse 1.

2. Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert I et soit @ un
élément de L.

Affirmation 2. a | Si f est dérivable en q, alors f est continue en a.

Affirmation 2. b | Si f est continue en q, alors f est dérivable en a.

fla+h) - f(a)

Affirmation 2. ¢ | Si f est dérivable en a, alors la fonction h — "

admet une limite finie en 0.

3. On considere deux suites () et (v,;) définies sur N.

Affirmation3.a | Silimu, = +oo et silim v, = —oo alors lim (u,, + v,,) = 0.

Affirmation 3. b | Si (u#,) converge vers un réel non nul et si lim v,, = +oo,
alors la suite (up, x v,) ne converge pas.

Affirmation 3. ¢ | Si (u#,) converge vers un réel non nul, si (v,) est positive et

. . Un
silim v, =0, alors la suite (—) ne converge pas.
Un
u
Affirmation 3.d | Si(uy) et (v,) convergent alors la suite (—n) converge.
Un
EXERCICE 2 5 points

Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct (O, u, v ) On pren-
dra pour unité graphique 5 cm.
1+i
On pose zp = 2 et, pour tout entier naturel n, z,4+1 = Tzn. On note A, le point du
plan d’affixe z,,.
1. Calculer zy, zp, z3, 24 et vérifier que z, est un nombre réel.
Placer les points Ag, A1, A2, A3 et A4 sur une figure.

2. Pour tout entier naturel 7, on pose u;, = |z,|.
Justifier que la suite (u,) est une suite géométrique puis établir que, pour tout
enfler naturel n,

1 n
u =2(—) .
vz
3. A partir de quel rang ng tous les points A, appartiennent-ils au disque de
centre O et de rayon 0,17
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- . . Zn+l — X .
4. a. Etablir que, pour tout entier naturel 7, it el

Zn+1
En déduire la nature du triangle OA,; A, +1-

b. Pour tout entier naturel 7, on note ¢, la longueur de la ligne brisée
ApA1Ay... Ap1Ap.
Onaainsi: ¢, = AgA1 + AjAs +...+ A1 A,
Exprimer ¢, en fonction de n. Quelle est la limite de la suite (¢,) ?

EXERCICE 2 4 points
Candidat ayant suivi 'enseignement de spécialité

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct (O, Z, 7) On prendra
5 cm pour unité graphique.

Soit f la transformation qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’
définie par :

zZ =|=+=-i|z+1.
2 2

1. Justifier que f est une similitude directe dont on précisera le centre Q (d’affixe
w), le rapport k et 'angle 0.

2. Onnote Ay le point O et, pour tout entier naturel n, on pose A,+1 = f(Ap).

a. Déterminer les affixes des points A; A, A3 puis placer les points Ay, A;, Az
et As.

b. Pour tout entier naturel n, on pose u, = QAj,. Justifier que la suite (u,)
est une suite géométrique puis établir que, pour tout entier naturel n,

el

c. A partir de quel rang ng tous les points A, appartiennent-ils au disque
de centre Q et derayon 0,1?

3. a. Quelle estla nature du triangle QAgA; ?
En déduire, pour tout entier naturel n, la nature du triangle QA A;+1-

b. Pour tout entier naturel 7, on note ¢,, la longueur de la ligne brisée
ApA1Ay... Ap—1Ap.Onaainsi: €, = AgA1+A1 Ax+...+ A1 Ay Exprimer
¢, en fonction de n. Quelle est la limite de la suite (¢,,) ?

EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats I
Lespace est muni d'un repeére orthonormal (O, 1, ],k )

Partie A
(cette partie constitue une restitution organisée de connaissances)

Soit a, b, c et d des réels tels que (a, b, c) # (0, 0, 0).
Soit £ le plan d’équation ax+ by +cx+d =0.
On considere le point I de coordonnées (xl, Y1 zl) et le vecteur ; de coordonnées
(a, b, ).
Le but de cette partie est de démontrer que la distance de I au plan £ est égale a
|ax, +by: +cz) +d|
VEiR+iE
1. Soit A la droite passant par I et orthogonale au plan 22.
Déterminer, en fonction de a, b, c, x1, y1 et z;, un systeme d’équations para-
métriques de A.
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2. Onnote H le point d’'intersection de A et 2.
a. Justifier qu’il existe un réel k tel que IH =kn.

b. Déterminer I'expression de k en fonction de a, b, c, d, x1, y; et z;.

o |axi +by: + cz1 +d|
c. En déduire que IH = .
vVa?+b%+ c?

Partie B

Le plan 2 d’équation x— y + z—11 = 0 est tangent a une sphére .# de centre le
point Q de coordonnées (1, —1, 3).

1. Déterminer le rayon de la sphere .&#.

2. Déterminer un systeme d’équations paramétriques de la droite A passant par
Q et orthogonale au plan 2

3. En déduire les coordonnées du point d’intersection de la sphere . et du plan
2.

EXERCICE 4 7 points
Commun a tous les candidats

Les parties A et B sont indépendantes.

Un laboratoire de recherche étudie I'évolution d'une population animale qui semble
en voie de disparition.

Partie A

En 2000, une étude est effectuée sur un échantillon de cette population dont I'effec-
tif initial est égal a mille.

Cet échantillon évolue et son effectif, exprimé en milliers d’individus, est approché
par une fonction f du temps ¢ (exprimé en années a partir de I'origine 2000).
D’apres le modele d’évolution choisi, la fonction f est dérivable, strictement posi-
tive sur [0 ; +ool, et satisfait 'équation différentielle :

1
(EB) y'Z—%yB—lny).

1. Démontrer I'équivalence suivante : Une fonction f, dérivable, strictement po-
1
sitive sur [0 ; +ool, vérifie, pour tout t de [0; +ool, f'(£) = —%f(t) [3-In (f(t))]
si et seulement si la fonction g = In(f) vérifie, pour tout ¢ de [0 ; +oo,

(1) = = g() - —
& =508 20
2. Donner la solution générale de I'équation différentielle :

1 3

H Z=—z-—.
(H) 20 20

3. En déduire qu'’il existe un réel C tel que, pour tout ¢ de [0 ; +oo]

r
S+Cexp(%)] .

(la notation exp désigne la fonction exponentielle naturelle x — e*).

f()=exp

4. La condition initiale conduit donc a considérer la fonction f définie par :

t
3—3exp(%)

a. Déterminer la limite de la fonction f en +oco.

f(H)=exp
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b. Déterminer le sens de variation de f sur [0; +ool.

c. Résoudre dans [0; +oo[ I'inéquation f(f) < 0,02.
Au bout de combien d’années, selon ce modele, la taille de I’échantillon
sera-t-elle inférieure a vingt individus ?

Partie B

En 2005, ce laboratoire de recherche met au point un test de dépistage de la ma-
ladie responsable de cette disparition et fournit les renseignements suivants : « La
population testée comporte 50 % d’animaux malades. Si un animal est malade, le
test est positif dans 99 % des cas; si un animal n’est pas malade, le test est positif
dans 0,1 % des cas ».

On note M I'événement « ’animal est malade », M 'événement contraire et T I'éve-
nement « le test est positif ».

1. Determiner P(M), Py (T), PM(T).
2. En déduire P(T).

3. Le laboratoire estime qu'un test est fiable, si sa valeur prédictive, c’est-a-dire
la probabilité qu'un animal soit malade sachant que le test est positif, est su-
périeure a 0,999. Ce test est-il fiable ?
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EXERCICE 1
1. a. Faux. Contre-exemple : (e?‘)3 =eSete®) =e8,

b. Vrai.
c. Faux. Léquation dela tangenteest y—e=e(x—1) < y=ex
2 a. Vrai.
b. Faux. Exemple la fonction valeur absolue est continue et non dérivable
en 0.
¢. Vrai. Définition du nombre dérivé f'(a).
3. a. Faux. Contre-exemple: u, =3netv, =—-2n.
b. Vrai: la suite a pour limite plus ou moins I'infini.
c. Vrai: méme chose, la suite a pour limite plus ou moins I'infini.
d. Faux:si nl_lLI_lQQ v, =0, la suite diverge.

EXERCICE 2 (non spécialistes)

1 i
1. Z0=2, Z1=1+i, Zzzi, Z3=—§+5, z4=-1€R.

Z2 <1
Z3 v
z ER Z
—2 —1 4 0 ) 0
2. 0 | | 1+i 1+i 2|
.Onauy=|lz =|—2zu|=|—| xlzpl = —uy.
n+l n+1 2 n 2 n \/Z n
Légalité u,.; = 7 u, montre que la suite (u,) est une suite géométrique de
1 ? n
raison —. On a ug = |zp| = 12| = 2. On sait que u, = up x (—) . Finalement :
V2 " V2
1 n
u =2(—) .
n \/E

3. Ona 0A, = |z,| = u,, donc A, appartient au disque (fermé) decentre O et de

1 n
rayon 0,1 si et seulement si u, <0,1 < 2(—) <0,1 < 20< (\/f)n =

V2
n n
20<22 < —In2>1In20 < n> ~ 8,6.

n
La condition sera donc réalisée la premiére fois par ug. On a donc ng =9.
La calculatrice livre ug = 0,125 etug ~ 0,084 <0, 1.

2ln20

Zni1— 2
4. a. Pour tout naturel n, u; # 0donc z, #0. OnpeutdoncécrireM:
Zn+1
1+1i
o AnTAn 14i-2 -1+ i(+D) |
- = = = =1
1+i 1+1 1+i 1+i

Zn

Linterprétation géométrique de cette égalité est :
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_ T
- (OA,,+1 , AnAnsl ) = +E. Conclusion : pour tout naturel 7 le triangle
OA; Apy41 estrectangle en Ajg.
AnAn+1

. . OAns)
sion le triangle OA, A, +1 estisocele en A;41.

Finalement pour tout naturel n, le triangle O A, A, +1 est rectangle iso-
céle en A4, comme on peut le voir sur les quatre premiers triangles
de la figure ci-dessus.

— Enmodules!'égalité donne =1 < A,A;+1=0A,+1.Conclu-

b. Comme les triangles sont isoceles ¢, = AgA; + AjAz +...+ A1 Ay, =
OA; +0Ax+---+0A,=ug1 +up + -+ + uy.
Cette somme est la somme de n premiers termes d'une suite géomé-

trique de premier terme u; = /2 et de raison E

1
== vz(v2"-1
\/E \/12 = ngl )
1-— V2 (v2-1

Onadonc ¥, =

n \/z
2 -1
Comme lim L_l =v?2,0na
n—+oo \/zn
. 2
nLHPOOZn - \/z_ 1 ’

EXERCICE 2 (spécialité)

1. La transformation fest de la forme z' = az+ b avec a€ C, be C : c’est donc
une similitude.
Cherchons son centre Q invariant par f :

1 1 1 1 2
zog=|=-+-i|lzg+]l &= zg|-—=Zi|=1 < zg(1-i)=2 &< zg=—=
Q (2 Z)Q a3 2) o(l-1) Q=713
1+i.

Le centre de la similitude est donc Q d’affixe 1 +i.

1 1 1 1
Les deux égalités z' = §+§i z+letl+i= 5+Ei (1+1) + 1 entrainent par

différence : L1

Z—1+)=|=+=i|llz— 1 +1D].
( ) (2 2)[ ( )]
1 1| 1 1 1, 1 .z _,,

Or |[—+ =il = —. Donc = + —i = —e'1. Lécriture de la similitude est donc
2 2| 2 2 2 2

finalement :

Z —(1+i)= éei%[z—(l+i)].

On reconnait la composée (dans n'importe quel ordre)
7
— d’une rotation de centre Q) et d’angle— ;

— d’'une homothétie de centre Q et de rapport ﬁ

. 3 1,3 .
2. a. Les affixes sont respectivement:0; 1; 5 + 51; 5 +1.

b. Onau, =QA, =1z, — zql.

1 .
Or d’apres la question 1., z;+1 —zq = Tel% [zn — zq], soit en prenant les
2

modules :

| | ‘ L it 1| == |x|ei |« 1= L x1x] |

Zpy1 — 2ol =|——=€1 [z, — zq]| = |—=|X|e % x|z — 20| = —=x1X%X|z2, — 2ql,
V2 V2 V2

ouencore u,.] = — Uy, égalité qui montre que la suite (u,) est une suite

V2
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1
géométrique de raison 7’ de premier terme g = QAg = QO = V2 (dia-

gonale d’'un carré de coté 1).

l n
Il en résulte queu,, = \/5(—) .

V2

c. D’apres I'expression de u,,, tous les termes de la suite sont non nuls et

Un+1 \/E . . .
— = > < 1 :la suite est donc décroissante.
Up
Donc s'il existe ny tel que uy, <0, 1, tous les termes successifs vérifieront

aussi cette inégalité.
\/_ 1 no 1 no—1
Oru, <0,1 < 2(—) <01 < (—) <0,1, dou d’apres la
no \/E \/z p
croissance de la fonction logarithme népérien, —(np—1) In V2<-In10

In10 In10
In10< (ng—1)Inv2 < <ng—1< ny>1+ ~7,6.
Inv2 Inv2

Conclusion : le premier point appartenant au disque de centre Q et de
rayon 0,1 est le point Ag.

3. a. Letriangle Q Ay A est clairement rectangle isocele en A;.

Démontrons par récurrence que le triangle QA A+ est rectangle iso-

celeen A;q1:

— La propriété est initialisée pour n = 0.

— Supposons que le triangle QA,_; A, soit rectangle isocéle en A,. Or
le triangle Q A, A+ est tout simplement I'image par la simitude du
triangle QA;,_1 A, : il est donc de méme nature, soit rectangle isocéle
en Ap+1.

La démonstration par récurrence est achevée.
b. D’aprés la question précédente ¢, = AgA1 + -+ Ap—1A, = QA + QA2 +
~++QA; = up + up + -+ + Uy, soit la somme des n premiers termes (ex-
ception faite deuy) de la suite géométrique vue ci-dessus.

fal
Onadonc?,=1x \/15

—-1

V2
C L 1, li L n—O
ommeﬁ< ,n_I.IPOO E =0.

2 2(v2+1
Conclusion: lim ¢, = V2 V2(V2+1)

- =2+2.
n—+ V2-1 (V2+1)(V2-1)

EXERCICE 3
Partie A

1. M(x; y; 2) €A < ilexiste A €Rtel que M = /1;, car on sait que 7 estun
vecteur normal au plan P. On a donc

xX—-x1 = Aa X = x1+Aa
Y-y = Ab =< y = n+Ab
z—21 = Ac z = z1+Ac

qui est une équation paramétrique de la droite A.
2. D’apres la question 1, H est un point de A, il vérifie donc lui aussi la relation
de colinéarité : .
IH =kn, avec ke R.

Xg = xi1+ka
3. Onadonc{ yg = y1+kb maiscomme H appartient au plan P, ses co-
zyg = =z1+kc

ordonnées vérifient I'équation du plan soit a(x; k+a)+ b(y, + kb) + c(z1 + kc) +
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axy+by,+cz+d
a+ b2 +c?

d=0 < k(a*+b*+c?)+axi+by1+cz1+d =0 < k=-—
(car a, b et ¢ ne sont pas simultanément nuls).

4. Larelation vectorielle Ff = k; entraine 1'égalité des normes : IH = | k| ” ; ” =

ax1+b 1+CZ1+d ax1+b 1+CZ1+d
| 5 yz 5 |><\/(,12+b2+02=| Y |
ac+b-+c Va2 + b2 +c2

Partie B

1. On applique la partie A avec I = Q et H point commun au plan £ et au plan
P, le rayon de la spere est donc
[I1x1—-1x(-1)+1x3—-11| 6
IH=QH= =—

Ve V5T

2. Un systeme d’équations paramétriques de la droite A est :

x = 142
y = -1-1
z = 3+A

3. En reportant ces coordonnées dans I'équation de £ on obtient 1 + 1+ 1+ A1+
3+1-11=0 < 31-6=0 < A =2. En reportant cette valeur dans les
équations paramétriques de la droite A on obtient :
x=3; y=-3; z=5. Le point commun a la sphére et au plan a pour coordon-
nées (3;-3;5).

EXERCICE 4
Partie A
1. Soit f dérivable, strictement positive sur [0 ; +oo[ et vérifiant

1
JHOE _Ef(t) [3-In(f(»)] (1).Lafonction f étant strictement positive, la
!
fonction g =In f est bien définie sur [0 ; +oo[ et g’ = 7 < f'=fxg'.Mais

1
alors I'équation différentielle (1) s'écrit fg’ = ~%0 f3-Inf] <

1
g'= —%[3—g], car f #0.
Inversement si la fonction g = In f vérifie I'équation différentielle
!

1
g = ~%0 [3—g] (2), alors puisque g’ = = existe comme dérivée de la fonc-

tion composée de f avec la fonction In sur [0 ; +ool, 'équation (2) s’écrit :
o 3 .1 3 1

—=—Inf-— =—flnf-f—=-—7F[B-Inf].
Foao a0 T S g/ I Sy =g/ B0l
On a donc bien montré I'équivalence.

1 t
2. Les solutions de I'équation z' = —%z sont les fonctions ¢ — e20.

1 3
D’autre part une solution particuliére constante de I'équation z’ = EZ ~ 3

20
est le nombre —TO =3.
20

1 3
Finalement les solutions de I'équation z' = %z ~% sont les fonctions

t—g() =3+ Ce%, avec CeR.
3. D’apres la question 1, les fonctions solutions de (E) sont les fonctions f telles
queg=Inf < f=exp(g).
Conclusion finale : les solutions de I'équation (E) sont toutes les fonctions f
telles que :
(O =exp (3+ Ce%), CeR.
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4. Soit f(t) =exp (3—3e%)_

. L . 4 . L
a. De lim e = +o0, il résulte que lim —3e2 = —co et enfin que
+ t—+o00

| =t
tll-r-gloof(t) - O+.
3
b. Ona f'(1) = — 20 e exp (3 —3e %) et comme les exponentielles sont stric-

3
tement positives, f’ est du signe de —— < 0. La fonction f est décrois-
sante sur [0; +oo[ de 1 (millier) a 0.
c. f(1)<0,02 < exp (3—3e%) < 0,02 soit d’apres la croissance de la
fonction logarithme népérien 3-3e® < In0,02 < 3-3e2 < —In50 <>
ot +  3+In50 t 3+In50
3e2 >3+In50 < e >T = %> n —3

3+1In50
r>20xIln| ———|.

(3+ln50)
—; +oo[.

Lensemble solution est donc S = ]Zoln

3+In50
Ona: 0,02 millier correspond a 20 individus. Comme 20 xIn Sliiiind P

16,6, la population sera inférieure a 20 individus a partir de la dix-septiéme
année.
Partie B

1. On dresse un arbre pondéré :

M =
999 T
1000

1
p37(T) = —— (d’apres I'énoncé)

Ona (M)—l' (T)—99
PRI =5 pmii) =7 1000

00
— 1 99 1 1 991

2.0nap(T):p(MmT)+p(MnT):§xm+§xm:m.
99

pMnT 500 990 990
3. OnaprM=——F7—-= 991 = oot” Comme — = 0,99899 < 0,999, on en
p(T) L 991 991

déduit que le test n’est pas fiable.
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