Correction France Juin 2005

Exercice I :

Partie A : question de cours

Soit u et v deux suites adjacentes avec u croissante et v décroissante.
D’aprés le résultat (2), on a pour tout entier naturel n :

En conséquence et d’aprés le résultat (3) :
— La suite u est croissante et majorée par vg, donc converge vers le réel £.
— La suite v est décroissante et minorée par ug, donc converge vers le réel £/,
Pour tout entier naturel n, on a :  u, = (up — vy) + Uy
D’aprés le résultat (1), nEI}_lOO Uy, — v, = 0; un passage a la limite dans ’égalité précédente donne alors :

(=1
On a démontré que deux suites adjacentes sont convergentes et ont la méme limite .

Partie B
Pour arriver & faire cet exercice, il faut déja une idée de la réponse!!!

1. FAUX.
En effet, considérons la suite v définie pour tout n par :  wu, = %H
Alors aucun terme de u, n’est nul, et u converge vers 0.
Mais v, = ;—3 = —2(n+ 1), donc v diverge vers —oo.
2. VRAL
Si (uy,) est minorée par 2, alors pour tout entier n, on a :
2 < uy.
Comme la fonction inverse est décroissante sur [2; +ool, il vient :
1 1
27 Unp,
En multipliant par -2 :
—1< v,
Ainsi (v,) est minorée par —1.
3. FAUX.
Soit w la suite définie par :  wu, = n%rl
Cette suite est décroissante ( avec aucun terme nul) et la suite v définie par v, = ;—3 = —2(n+1)

est décroissante non constante, donc on ne peut pas dire qu’elle soit croissante.
4. FAUX.

Rappelons qu’'une suite est divergente si elle n’est pas convergente.
Donc soit elle tend vers +o00, soit elle n’a pas de limite.

Pour construire un contre-exemple, il suffit de trouver une suite (u,,) qui diverge mais sans tendre
vers 'infini.
Par exemple :

Uy, = —2(—1)" donc v, = (—1)".

Comme la suite de terme génral (—1)" diverge alors u et v divergent.

Preuve de la divergence de la suite de terme général (—1) :
Raisonnons par 'absurde et supposons que cette suite converge vers un rél £.



Alors tout intervalle ouvert centré en ¢ contient tous les termes (—1)" & partir d’un certain rang.
Ainsi il existe un rang N & partir duquel on aura :

1 1 1 1
el — i+ - —Z < (-1 -
(—1)" €] 27€+2[ s /L 2<( )<€+2
1 1
S —(-1)"—=< A< —(-1)"
(1" -5 <<y~ (1)
1 1
& —(-(D)'"—<)>l>—(z—-(-D"
(--or-3) (3-C0)
& (—1)"—1<€<(—1)"+1
2 2
Mais si n pair, (—1)" = 1, donc I'encadrement donne % <l< %
Mais si n impair, (—1)" = —1, donc 'encadrement donne —% <l< —%

Mais on ne peut avoir simultanément % <i< % et —% <l< —%, on aboutit & une contradiction.
Ainsi la supposition : "la suite de terme général (—1)™ converge vers un réel £" est fausse.
Ainsi la suite de terme général (—1)" diverge.

Exercice II :

1.

3.

Le cercle C est de diamétre [OA], il est donc de centre le milieu I de [OA], d’affixe 1, et de rayon
1

5.
Donc M eC & IM = %, c’est a dire :

Comme le carré MKLO est direct, alors L est 'image de M par la rotation de centre O et d’angle
5, donc :

l=¢2(m—0)4+0=im
De méme le carré MAPN est direct, alors P est I'image de M par la rotation de centre A et
d’angle —7, donc :

p=eZ(m—-1)+1=—im—1)+1=—im+1+1i

On admettra que l'on a également n = (1 —i)m+iet k= (1 +1)m.
(a) Le milieu © du segment [PL] a pour affixe

p+l  —im+1+i+im  1+i
2 2 2

Son affixe étant indépendante de m, alors £ est un point indépendant de la position du
point M sur le cercle C.

(b) En référence, a la relation de la question 1., nous avons :

1+1 1

2 2

i
2

1
2
Donc le point 2 appartient au cercle C.

De plus, comme € est sur la droite © = %, médiatrice de [OA], © est le "milieu" de l'arc de
cercle supérieur OA.



KN = |n—k|
= |1—-1i)m+i—((1+1i)m)
= |=2i)m +i|
. 1
= |-2i ‘m——‘
2
—_———

= % question 1.

1
= 2x-=1
2
Ainsi la distance KN est constante.

(b) On conjecture que ce triangle QN K est rectangle isocéle en 2. Démontrons-le en montrant
que K est I'image de N par la rotation de centre 2 et d’angle 3.

eig<n—1;i>+1;—i = i((l—i)m—i-i—l—;i)—i-l;—i
141 141
_ uu—nm+n—zg'+l;
: . . —1i i
= 1((1—1)m—|—1)—|; 2 —1; ;_
= (I+i)m—1+ ;1+ ;1
= 1+i)m==k

CQFD.

5. Comme le triangle QN K est rectangle isocéle en €2, alors en utilisant le théoréme de Pythagore :

2QN%:KN%:L@QNZE§.

Ainsi le point N appartient au cercle fixe ( indépendant du point M ) de centre (2 et de rayon
V2

5 -

Exercice III :

1. (a) Comme l'enfant tire simultanément les boules, il n’ y a pas de premiére boule, ni de deuxiéme,
etc., donc il y a un choix de trois boules parmi 13, c’est a dire qu’il y a (133) = 286 tirages
au hasard possibles.

La variable aléatoire X prend les valeurs 0, 1, 2 et 3, et de plus, pour obtenir :
e X =0, il faut et il suffit que I’enfant choisisse 3 boules vertes parmi les 3, donc :

_ 1
286

e X =1, il faut et il suffit que '’enfant choisisse 1 boule rouge parmi 10 et & chacun de ces
tirages de cette boule rouge il y a un tirage de 2 boules vertes parmi les 3, donc :

P(X: 1) _ (110) X (g) _ ﬂ

P(X =0)

286 286"

e X = 2, il faut et il suffit que 'enfant choisisse 2 boules rouge parmi 10 et & chacun de ces
tirages de ces boules rouges il y a un tirage de 1 boules verte parmi les 3, donc :
10 3
)< (1) 135

PX:2:QL——= :
( ) 286 286



e X = 3, il faut et il suffit que 'enfant choisisse 3 boule rouge parmi 10, donc :

(3) _ 120

P(X =3)= = .
( 3) 286 286

Remarquez bien que Zgig P(X = k) =1, ce qui permet de s’assurer que notre raisonnement
est cohérent a défaut d’étre bon.

(b) L’espérance mathématique de X est E(X) = Eﬁzg kx P(X =k)=2,307.
PS : Attention de bien respecter les consignes d’arrondi données en préambule.
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2. (a)

(b) D’apres les formules des probabilités totales, on a :

Jac|
=3
[

P(RNC1)+ P(RNC2)

1)(9_’.1)(%

2 13 2 7
109

= 5 0,598

(c) Sachant que l'enfant a choisi une bille rouge, la probabilité qu’elle provienne de la boite
cubique est :

P(C1NR)

P(C1/R) = =5

=0, 642

3. Comme l'enfant reproduit n fois de suite son deuxiéme jeu, en remettant a chaque fois la bille
tirée a sa place, le jeu est repétée de maniére indépendante.

(a) La probabilité p, que 'enfant ait pris au moins une bille rouge au cours de ses n choix
est , en passant a I’événement contraire : 1 - P(aucune boule rouge). Or, compte tenu de
I'indépendance, la probabilité de n’avoir aucune boule rouge est :

P(R) x P(R) x P(R)--- P(R) = (P(R))" = (1 - %) - <17sT32>

Donc,



(b) Pour calculer la plus petite valeur de n pour laquelle p,, > 0,99., résolvons :

182
73\"
1- (=) >0,
<182 0,99
73\"
— ) <0,01
o (182> 0.0

Donc la valeur minimale est n = 6

Exercice IV :
Partie A
Soit f la fonction définie sur R par

b. Comme lim —2 =-—ooet lim e =0, alors lim e i= 0, donc :

T—+00 Yy——00 r——+00

3
lim — =3¢« lim r)=3
r—+00 | + 2" 4 r——+00 f( )

Par un raisonnenemnt analogue, on obtient

lim f(z)=0

Tr——00

¢ . La fonction x — e_%, composée des fonctions dérivables : exp et z +— —7, est dérivable sur R
donc f est dérivable sur R et :

(§

1
N G SVRN
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Comme pour tout réel z, e"1 > 0, alors f(x) > 0. Ainsi f est strictement croissante sur R.
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Partie B

1. (a) Les solutions de I'équation différenticlle (E1) :y’ = 4 sont les fonctions y définies par :

y(t) = Kef

avec K constante réelle. .

Al

(b) Comme g est une solution de I’équation différentielle (E1), alors g(t) = Ke1.
Donc ¢(0) = Ket = K or g(0) =1 donc K = 1.
Ainsi )
g(t) =ei
(¢) La population dépassera 300 rongeurs pour la premiére fois lorsque

gt)>3 & ef>3

< In (eﬁ) >1n3
s i}lni&
< t>4In3

2. (a) Considérons une fonction u strictement positive vérifiant la condition (Eg), alors on a :

u(t) = # — M pour tout nombre réel ¢ positif ou nul,
u(0) = L
Intéressons-nous a la fonction h définie et dérivable sur [0 ; +oo[, vérifiant h(t) = ﬁ
Alors : "
1 _ _ Ut
h(0) = (0) =1=1let h2’(t) =20
Mais u/(t) = % ["g] et u(t) > 0, donc, en divisant par —u?(t) I'égalité précédente, on
obtient :
W) e P W@ 111
u(t)  4u2(t)  12u2(t) u(t)  4du(t) 12
C’est a dire : )
B (t) = ——h
(1) =~ 3h(t) + 75.
Ainsi la fonction h satisfait aux conditions
R'(t) = —3ih(t)+ & pour tout nombre réel ¢ positif ou nul,
E)Vhoy = 107

Comme nous avons procédé par équivalence, la fonction u satisfait aux conditions (Es) si et
seulement si la fonction h satisfait aux conditions (E3).

(b) Les solutions de I’équation différentielle y' = —%y + 1—12 sont les fonctions y définies par :

Ainsi h(t) = Ce i + 1, or h(0) =1 donc Ce 1 +i=1eC=2

donc 5 ) )
_t t
h(t):§e 4+§—§(26 4+1>
Or 1 1 3
u(t) = ——= donc u(t) = - = .
h(t) % <2e—z 4 1) 21 + 1

(c) Dans ce modéle, la taille de la population étudiée lorsque ¢ tend vers +oco s’approche de 3.
Ce calcul a été effectué dans la partie A.

Corrigé : Patrick Baril



