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EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats
1
an+1 = =Qanp+by)
On définit les suites (ay,) et (by) par ap =1, bg =7 et ?
bpt1 = g(an +2by)
11 13
1. Oncalcule a; =3, b; =5, a» = 3 by = 3
o 7 1 2 3 4 5 6 D)
X f f f —t+— f f P
(0] AO Al A2 I B2 B1 BO

2. Soit (uy) la suite définie par u,, = b, — ay.
1 1 1 1
On a up+1 = bpv1— A1 = g(an +2by) - g(zan +bp) = 3 (=an+bp) = gun

. . . . 1
pour tout n € N. La suite (u,) est donc une suite géométrique de raison 3 et
de premier terme ug = by —ap=7—-1=6.

Produit de deux facteurs supérieur a zéro, u, en fonction de n. On sait que
1 n 1 n-1

Up = Ug x ' soitici u, =6 x (—) =2x (—) .
3 3

3. Produit de deux facteurs supérieurs a zéro, u, est supérieur a zéro.
Or Up>0 — bp—an>0 < b, > ay.
Variationsde a,, :
. 1 1 1 , .

Quel que soitn, an+1—an = 3 2an +by)—a, = 3 (—an+by) = 3 up >0,d’apres

ci-dessus. On adonc a,+1 — a, >0 < au+1 > ay.

La suite (a;,) est donc croissante.

Variations de b;; :

1 1
On a de méme quel que soit n, by,+1 — by, = 3 (an+2by) — b, = 3 (b, —ay) =

1
——u, <0.
Onadonc by,;1—b, <0 < by < by,
La suite (by) est donc décroissante.
Géométriquement : les points A, se placent de gauche a droite, et les points
B, de droite a gauche, les premiers étant toujours a gauche des seconds.
4. Les suites (ay) et (by,) sont adjacentes :
Lune est croissante, I'autre décroissante et la différence b, — a, = u,, =

2 x

1
.Or lim —— =0,donc lim b, -a,=0.
3n-1 n—+oo 3n-1 n—+oo

5. Soit (vy) la suite définie par v, = a,, + b, pour tout n € N.
Upil = Api1+bps1 = % (an + an)“'g (2ay +by) = % (Ban +3by) = ap+by = uy.
La suite (v,) est donc une suite constante. En particulier u, = ug = ap + by =
1+7=8.
En conséquence I'abscisse du milieu du segment [A;,B,] est § =4,
Tous les segments [A,B,] ont donc le méme milieu d’abscisse 4, c’est-a-dire
L.

6. On peut conclure de ce qui précéde que les suites sont convergentes de limite
commune ¢. Par conséquent la suite v, est convergente de limite ¢ + ¢ =2/ =
8, d’apres la question 5.
Conclusion : les suites (ay) et (b,) sont convergentes de limite ¢ = 4.
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Interprétation géométrique : les points A, (par la gauche) et B, (par la droite)
se rapprochent du point I.

On peut également déduire du systéme { Un = —antbp = 3n-1 que:
Un = an + bn =
_ 1
an = 4=
1
bn = 4+5m

Les résultats précédents en découlent : on constate de plus que les points se
rapprochent d’'une distance a chaque fois trois plus petite que la précédente
du point I.

EXERCICE 2 7 points
Commun a tous les candidats

a (1-a)F 4
———dt.

o (1+ t)k+1
1. Comme a>0, 1+t >0sur[0; al, donc I(a) = [In(1+ t)]g =In(1+ a).
4 t-a

—— dt.
) (1+1)2
ATlaide d'une intégration par parties, en posant pour ¢ > 0:

a 1
OnnoteIo(a)zf mdtetpourkel\l*,onpose[k(a)=
0
2. Li(a)=
0

ul)=t—-a ; V@)=

1+1)2
(Ji)

! _ . _
u(()=1 ;v = T+2

on obtient par continuité des fonctions u' et v’ :

t—al? a 1 t—a a
La)=|-— +f der=|- +In(1+1)| =In(1+a)-a.
0 0 1+t 1+t 0

1+1
3. De méme a l'aide d'une intégration par parties, en posant pour £ > 0:

1

(1+t)k+2
W=k+Dt-af ; v =-

u(t) = (t— ak+! G

_ -1
(k+2-DA+ k271 (k+ 1)1+ )kt
on obtient par continuité de v’ et v’ pour ¢ > 0,

! @ (t—a)k+1 fa (t—a)k (_a)k+l+1 @
a)=|——mmmmm = a) =
kil (k+DA+0F1| T Jo @+ ks kvl Ok
(_1)k+1ak+l
Iri1(a) = +Ir(a) pourtout keN* etpourtoutréel a>0.

k+1

, , 1. 1, 1, 1
4. Soit P le polyndéme défini sur R par P(x) = gx5 - ZX4 + §x3 - Exz +X.

En utilisant la relation de récurrence précédente,

a2 a2
Iz(a)=?+Il(a)=ln(1+a)—a+?,
h@="% th@=-ln(+a@)-a+ T _ %
sl@)=— 2(a) = > "3
I4(a) a4+I() In(1+ a) +a2 a3+a4
a)=— a)=In a-a+—-—+—,
! I 2 3.4

—a° 2 B b b
Is(a)=T+I4(a)=ln(1+a)—a+———+z——.

5
La derniere égalité peut s’écrire d’apres la définition de P,
Is(a) =In(1+ a) — P(a).
r—a)b1° 6

6

a
5. ](a):[ (t—a)5dt=[
0
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6. a. Enpartant de'’encadrement :

0<t<a=>1<1+t<1+a=>1<1+0%< 1 +a)b
1 1

< <l>
A+a)b = 1+n6 =

(par croissance de la fonction x — xﬁ) ,=>0<

I Gl Gl Ol

<O0(cart—a<o0.
S A+08 T (1+ab T ( =
—a)?®
Conclusion : pour tout t€ [0; a], —— > (t — a)°.
p [ ] (1+t)6/( )
(t—a)

b. On vient de démontrer que (f — a)® < ————
que (t-a)® < TR

On intégre cette double inégalité entre 0 et a pour obtenir :

a a — 75
f(t—a)Sdtgf (t-a) dr<o
0 o (1+1n8

soit, J(a) < Is(a) <0.
7. D’apresla question 4, Is(a) = In(1 + a) — P(a) ce qui implique
|I5(a)l =1In(1+ a) — P(a)| = —I5(a), car d’apres la question précédente
Is(a) €0.0Onavuque J(a) < Is(a) < 0 soit en prenant les opposés :
0< Is(a) < —J(a).
Onadonc |In(1+ a) — P(a)| < —J(a) soit ﬁna61ement :

Pour tout a€ [0; +oof, [In(1+a) - P(a)| < 3

8. Pour avoir une approximation a 1073 prés il suffit que

6
a
& <107 = dP<6107 = a<(6-1073)"°.

La calculatrice donne a < 0,4262.

Un intervalle sur lequel P(a) est une valeur approchée de In(1+a) a 1073 pres
est donc [0; 0,426].

EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

Onpose z=—-V2+vV2+iV2—V2.
1. Laforme algébrique de z? est :
Z2 = (—\/2+\/§+i\/2—\/§J2 =2+V2-(2=-V2)+2i\/2+V2)2-V2) =2+
V2 -2+2+2iv2 =2y/2+2iy/2. Réponse b

2. z? s’écrit sous forme exponentielle :

Ona|zz|2 =8+8=16=4%Donc 7% = 4(@i_f) =4(cos(—%) —isin(—%)) =

4e7 7. Réponse b.

3. z s’écrit sous forme exponentielle :

7
Le module de z est 2. Un de ses arguments 0 est tel que 260 = > 27] <
7
0= —g [7'[]
Lénoncé montre que la partie réelle est négative : I'argument est donc 0 =
b4 T
——+T=—.
8 8

Conclusion : z =2e's . Réponse a.

V2+v2 V2-V2
2 et 2

sont les cosinus et sinus de :

\/2+x/§+.\/2—\/§
2 T2

Onatrouvé que z=2|—

, ces quotients étant le cosinus
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7
etle sinus de R

: . . 2+V2
On sait que cos(r — @) = —cosa et que sin(r — @) = sina. Donc T et
V2-v2 i , ) . 7n T
——— sont les cosinus et sinus du supplément a 7 de o donc de 3 Ré-
ponse D.
EXERCICE 4 5 points

Pour les candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

1. a. SoitG; le barycentre du systeme de points pondérés {(A, 1); (B, 1); (C, —=1); (D, 1)}.
Ce barycentre existe puisque la somme 1+1—1+1 est non nulle et par
définition :

E;A_>+(—}f]§>—(—}1_6+(ﬁ) -0 etd’au'[repar'[IK>+I—B> -0.

La premiére égalité vectorielle peut s’écrire

Gl +TA +Gy1 +IB —G,1 ~IC +G,1 +ID =0

2GiT + (1A +1 ) ~IC +1D =0 < 2G; =CD < IGi = 5CD.
Placez I, J et G sur la figure (voir ci-dessous). L'égalité trouvée montre
que les droites (IG;) et (CD) sont paralleles. On a de plus I—GT = Ef .

b. Soit G, le barycentre du systéme de points pondérés {(A, 1); (B, 1); (D, 2)}.
D’apres l'associativité G, est aussi le barycentre de {(I, 2), (D, 2)} soit le
milieu de [ID]

— 11— —
c. On sait que ] milieu de [CD] peut s’écrire JD = ECD =1G;.

Conclusion : I_a? = Eéquivaut a1G;DJ est un parallélogramme.
Ses diagonales [ID] et JG; ont donc le méme milieu. Or celui de [ID] est
G2 qui est aussi celui de JGo.

2. Soit m unréel. On note G, le barycentre du systeme de points pondérés {(A, 1); (B, 1); (C, m—
2); (D, m)}.

a. Le barycentre G, existe sil+1+m—-2+m #0 < m # 0. On a donc
& =R-{0}.
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b.

Par associativité Gy, est le barycentre de {1, 2), (C, m—2); (D, m)}, ap-
partient au plan (ICD).

. Par définition du barycentre G,,A +G,,B +(m-2)G,,C +mG,,D = 0 —

miX+@+ﬁ+(ﬂ—2)m+(m—2)ﬁ+mm+mﬁ= 3 —
2m)Gy =2J1 =2JC =2CL. =~ |

Finalement on a donc mJG;, = CI = constante.émontrez que le vecteur
m]G_,,; est constant.

- = 1 e
. Onadonc pour tout me & :JG,, = ECI , qui montre que G, appartient

1
ala parallele a la droite (CI) contenant J. Comme m # 0, — #0.

m
Conclusion : I'ensemble de tous les points Gy, est la droite paralléle a (CI)
contenant J (c’est-a-dire la droite (JA) d’apres les questions précédentes)
privée du point J.

EXERCICE 4 5 points
Pour les candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

1. Faire une figure.

7
2. Soit r la rotation de centre A et d’angle >

a.

b.

Limage par r de la droite (BC) est une droite perpendiculaire, contenant
I'image par r de B, soit D : c’est donc la droite (CD).

R = (BC) N (AS). Son image appartient donc aux images es droites (BC),
soit (CD) et (AS), soit (AP).'image de R est donc le point Q.

De méme P est le point commun aux droites (BC) et (AQ) ; son imiiage
est donc le point commun aux droites (CD) et (AR) : c’est donc le point S.

. Il en résulte par définition de la rotation (isométrie) que les triangles

ARQ et APS sont rectangles isoceles en A.
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3. On note N le milieu du segment [PS] et M celui du segment [QR]. Soit s la

b4
similitude de centre A, d’angle — et de rapport —.
g 1 pp 2

a. Déterminez les images respectives de R et de P par s. M est le milieu de
[RQ], donc (AM) est médiane et hauteur du rectangle isocele ARQ. Le

1
triangle AMQ est donc lui aussi rectangle isocele (en M) et AM = EAR ;

_— — yia
de plus (AR , AM) = T
Conclusion : I'image de R par s est le point M. On démontre de méme
que I'image de P par s est le point N.

b. N est'image de P par s et P appartient au segment [BC] (P # B). N ap-
partient donc a I'image du segment |BC] par s.
Or si O est le centre du carré ABCD, la configuration du triangle ABO est
encore une configuration de triangle rectangle isocele et le point O est
I'image de B par s.
Il en de méme pour le triangle rectangle isocele ACD et le point D est
I'image de C par s.
Conclusion : 'ensemble des points N est le segment JOD] (O exclu).

c. Onavu alaquestion 3 que M = s(R) et S = s(P).
Les quatre points R, B, P et C sont alignés, donc leurs images respective-
ment M, O, N et D sont alignées.
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